
3-2  平衡態統計力學 
 

    平衡態統計力學最主要在提供古典熱力學一個微觀解釋的基礎

。也因此針對古典熱力學所常涉及之孤立系統、封閉系統及開放系

統，統計力學亦針對其不同設定條件，規劃出微正則系統，正則系

統及巨正則系統來相搭配。 

孤立系統乃可設想一完全封閉體系，當中系統的質量及能量均

無法和外界溝通。所以從巨觀角度來看，系統的體積(V)粒子數(N)

及能量(E)在平衡時均會維持在一固定值上。就封閉系統而言，其邊

界雖能阻絕質量的進出，但無法禁制熱能量的進出，所以系統的能

量無法維持一定值。當系統和環境達到熱平衡，必須由外環境熱庫

引入平衡參數 T(溫度)作為標度內外衡的條件，所以由巨觀角度而言

，T、V 及 N 即成為描繪封閉系統的巨觀基本參數。最後在開放系

統中，質量及熱量均在自由出入，當系統和外界達到平衡時，則能

量和總粒子數均只能維持在一平均值附近漲落，而非一固定值，此

時必須借助體積、溫度及化學勢 ( )µ 來標示系統內外的平衡狀態。 

因為古典熱力學之經驗法則歸納出熱系統於平衡態時，其熵函

數乃處於極大之狀態，所以我們可以藉助熵函數之極大所隱含有關

第一原理動力學之極限解的信息，來回推機率密度的分佈，而不直

接求解定常態的 Liouville 方程式。在這裡中我們將先定義出適當的
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熵函數，爾後利用變分法，分別求取機率密度 ( )ρρ ˆ 在不同系統中的

分佈，並藉由熵函數關鍵角色，來聯絡古典熱力學及平衡態統計力

學的互相關係。 

    在統計力學熵函數可視為對物理系統之亂度的測度，若亂度的

形式取為 ，則熵函數在古典系統中可定義為： ρ ln−

          ( ) ( ) pqpqpq dd , ρc ln , ρKS B ∫−=  

            ( ) ( ) xxcxB d lnK ρρ∫−=                      (3-20) 

 

當中 為 Boltzmann 常數，BK ( )pqx ,= 為一 2N 維之向量，且c為

單位修正因子。而在量子系統中則熵函數的測度可定義為： 

          ( )ρρ ˆˆ ln TrKS B−=                             (3-21) 

3-2-1  孤立系統（微正則系統） 

A.古典系統 

     

   一封閉的孤立系統會阻絕質量及能量的進出，而其體積V及粒子

數維持固定，此時系統的能量會因為量子效應，而侷限在一能量殼

層中( )。若系統處於平衡狀態，則我們可利用總

機率守恆條件下  的熵極大化來求取機率密度。運用

Lagrange乘子法於變分關係式中我們可得 

( ) ∆EEpq,HE +≤≤

( )
∫

+≤≤ ∆EEHE x

xρ( ) =dx 1
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( ) ( ) ( )[ ]{ }
( )

xxxx
x

B d   c  ln k 
∆EEHE

∫
+≤≤

− ρρραδ 0  

 
( )[ ]{ }

( )
( ) 00 =−−= ∫

+≤≤

xxx
x

BB d  kc lnk
∆EEHE

δρρα   (3-22) 

 
當中 0α 為對應用機率守恆式的Lagrange乘子，δ 為變分符號。在式 

(3-22)中，因 δρ 為任意變分量，故我們可推出在此能量殼層中

滿足 

( )x

( )xρ

( ) 







−= 1

k
αexp

c
1ρ 0

B

x                               (3-23) 

值得注意的是，式(3-23)中表明 ( )xρ 為一常數，但 0α 及c之數值仍

未確定。將式(3-23)之常數關係帶入機率守恆式，則進一步可得 

             或  ( ) 1ρ =Ω⋅ ∆Ex ( )
∆ΕΩ
1ρ =x                 (3-24) 

當中 為能量殼層的體積。若系統在一等能量曲面出現的機率相

同(遍歷假說)則可推出

E∆Ω

∑Ε∆ ⋅∆=Ω ，當中EE ∑Ε
為 ( ) EH =x 之等能

面在2N相空間中的面積，其關係如圖(3-2)所示。 

在一封閉孤立系中，一般而言除能量固定外系統的體積及粒子

數均守恆，故∑E 可進一步表為 ( )∑ NV,E, ，同理 ( )NV,E,EE ∆∆ Ω=Ω

，而熵函數即可表成 

           





⋅−= ∫ Ω

1lnc
Ω
1dΩKs B  
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            ( )






 Ω= ∆

c
NV,E,k E

B                           (3-25) 

當中c為和Ω 相同單位的常數，其數值無法單純由古典理論定出。 E∆

2N

2

1

( ) EH =x

E∆∑E

E∆Ω

圖3-2  相空間中之能量殼層及等能量曲面當中
為 之面積， 為殼層體積

∑E

( ) ExH = ∆EΩ

2N

2

1

( ) EH =x

E∆∑E

E∆Ω

圖3-2  相空間中之能量殼層及等能量曲面當中
為 之面積， 為殼層體積

∑E

( ) ExH = ∆EΩ  

B.量子系統 

在量子系統中，若選取能量表象為密度算符之基底向量，且在

此 基 底 上 表 現 其 矩 陣 元 ， 則 於 混 合 態 中 之 密 度 算 符 ，

∑=
n

nρ p)
nn ψψ 〉〈 ，可被對角化為 

          lmlml ρ δPΨΨ =)
                              (3-26) 

而此時總機率守恆可表為 

          Tr                                 (3-27) 
( )

∑
=

==
EN

n
nρ

1

ˆ 1P

當中 代表能量等於E的總態數。若系統處於平衡態，滿足由(3-

27)所示之總機率守恆條件下，由熵極大的要求我們可得 

( )EN
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          ( )ρlnρTrKMaxSMax B1P1P nn

ˆˆ−=
∑∑ ==

 

                
( )







−= ∑

==∑ nnB1P
lnPPKMax

n

EN

n 1
 

                
( )

( )EN
P

EN

n
n

11 ==






−= ∑ nnB lnPPK  

                ( )ElnNKB=                        (3-28) 

比較古典熵及量子熵之關係式，我們可粗略推出 

          ( )
c
ΩEN ∆Ε=&                                   (3-29) 

因為 為能量為E之可能總態數，而( )EN ∆ΕΩ 為 2N 相空間中之能量

殼層體積，則 C 可解釋為在於 2N 相空間中最小體積元，故
c
Ω∆Ε

即可解釋為在能量殼層 ∆EE + 中系統的總態數。 

    在求得式(3-25)及(3-28) 之熵的表示式後。即可求其他熱力學

關 係 式 如 溫 度 ( )
NV ,S

E
∂

∂=T ， 壓 力 ( )
NS ,V

EP ∂
∂= 及 化 學 勢

( )
NS ,N

Eµ ∂
∂= 等 

 

3-2-2 封閉系統一正則系統 

A.古典系統 

    設一封閉系統有固定之體積及粒子數，其邊界能阻絕質量的進

出，卻容許系統和環境之間的熱量交換，故在平衡態時系統的能量

會在一平均值附近漲落。所以想要求得平衡態之機率密度，在極大

化熵函數時除了需考慮機率守恆的條件外，還需考慮能量平均值處
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於一固定值之條件。其相應之關係式可表示為 

 
      

MaxS
ρHdE
1ρd









∫=
∫ =

x
x ⇔ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ }

( )303-                                                              0

dx xcρlnxρKxHxραxρα δ BE0

=

−+∫  

 

而由式(3-30)可進一步推出 

 

          ( ) ( )[ ] 0KcρlnKH BB =−−+ xxEαα 0               (3-31) 

 

也就是此時機率密度 和系統的總能量息息相關，其關係為 ( )xρ

 

          ( ) ( )







+−= xx H

K
α1

K
αexp

c
1ρ

B

E

B

0                  (3-32) 

由總機率守恆之規化一條件 

 

      ( ) ( ) ( )EN
B

E

B

0 VZxdxH
K
αexp1

K
αexp

c
1xdx αρ ,≡
















−=∫ ∫   (3-33) 

 

可推出 

           

( ) ( )Ex α,VZdxH
K
αexp

c
1

K
α1exp N

B

E

B

0 =







=








− ∫                (3-34) 

 

當中 稱為配分函數，因為積分式中Hamiltonc函數中位能項

於邊界處的無窮大值，才能區隔系統內的粒子，因而 及和系統

( EN αV,Z )

( )xH
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的尺寸息息相關故 可設想為有關體積V的函數。令下標N代表N粒

子的系統尺度。接著利用式(3-31)來設定 ，及將 乘以式(3-

31)並積分之可得 

NZ

( )

Eα ( )xρ

lnZ

1

N

B

−

∫ ln ρ

U −

 T

T
1

B

( )A- β

 

          

( )

( )

0

SUααV,K

SEα
K
αK

dcρKρHdαρdKα

EEB

E
B

0
B

BE0

=

++−=

++







−=

−+− ∫∫ xxx

        (3-35) 

 

當中系統能量的平均值 E 正是巨觀熱系統的內能函數U，即

UE = 。將式(3-35)對此於有關巨觀 Helmholtz 自由能，A，之熱

力學基本公式 TSA = ，我們可推出 

 

          
( )   VT,lnZKA

α

N

E

−=

−=

                       (3-36) 

          或 ( )VT,Zexp N=    

而最終機率密度可表為 
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( )
( )

( )( )
( )VT, Zc

xβH-exp 

K
1exp c

xH
K
α

exp
xρ

N

B

0

B

E

=









−










=
α

 

( )[ ]
( )[ ]

( ) ([ xHNV,T,Aexp 
c
1

xdxβHexp
xH-exp

−=
−

=
∫

β )]β         (3-37) 

 

當中 ( ) ( )[ ] xdxHexp
c
1VT,Z N ∫ −= β 且 ( ) 1−= TKβ B 。利用式(3-36)之有關

封閉系統中熱力學-統計力學相關式，我們即可定出其餘的熱力學函

數，如 ( )
NV ,T

AS ∂
∂−= 、 ( )

NT ,T∂
AP ∂−=  及 ( )

VT ,N
A
∂µ ∂=  等。 

 

B.量子系統 

    在量子系統中，若我們採用能量表項如同式（3-30）的關係式

為： 

          [ ] 0lnPPKPP =−+∑
i

iiBiiEi εααδ 0                 (3-38) 

由此可推出類比於式（3-37）之密度算符為： 

          ( )[ ]{ } HT.V.NA exp ˆˆ −= βρ                       (3-39) 

其歸一化條件 1ˆ =ρtr 可進一步定出 

          ( )[ ] [ ]H-exp trT.V.NAexp ˆββ =−  

                        ( )T.V.NZ=                     (3-40) 

          [ Hβexp ]
Z

ˆ1ˆ −=ρ                               (3-41) 

 8



3-2-3 開放系統-巨正則系統 

A. 古典系統 

在開放系統中，如前所言，粒子數及總能量均無法維持在一固

定值，而是在平衡態時處於一平均值附近漲落，所以由系統之熵極

大的條件出發我們可得 

 

( ) ( )



























=

∫=

∫ =

∑∫

∑

∑

∞

=

∞

=

∞

=

0N

0N

0N

xNdN

xdxHxρE

1xρd
MaxS

ρ

( ) αxρα δ E0
0N

+⇔ ∫∑
∞

=
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ } 0dx xcρlnxρKNxραxHxρ BN =−+  

                                                      (3-42) 

由式(3-38)很快可推出 

          [ ] 0cplnKKNαHαα BBNE0 =−−++               (3-43) 

          或 

          







++








−= N

K
αH

K
α1

K
αexp

c
1

B

N

B

E

B

0ρ              (3-44) 

在利用ρ的歸一化條件可得 

 

     
xdN

K
αH

K
αexp

c
11

K
αexp1xρd

B

N

B

E

0N 0NB

0 ∫∑ ∫ ∑ 







+








−==

∞

=

∞

=      (3-45) 
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也因此我們在此可以引入巨分配函數為 

 

    ( ) ∑ ∫
∞

=








+=








−=

0N
xdN

K
αH

K
αexp

c
1

K
α1expαV,,αZ

B

N

B

E

B

0
NEg    (3-46) 

 

另外已ρ乘式(3-41)可整理得 

 

          ( ) 0NαSUααV,,αlnZK NENEgB =+++−          (3-47) 

 

若令 

 

          

T
µα

T
1α

N

E

=

−=
 

 

則我們可得開放系統之熱力學基本關係式 

 

          µNTSUΩ −−=                               (3-48) 

 

當中  為，而( µV,T,lnZ TKΩ gB−≡ ) µ為化學勢能。最後 ρ可進一步

表示為 

 

     ( )[ ] ( )[ ]µNHµV,T,Ωβ exp
c
1µNHβexp

Z
1

c
1ρ

g

+−=+−=    (3-49) 

 

確定巨正則系統的配分函數， 後，我們即可求出開放系統的其他gZ
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熱力學函數如 ( )
µV,T

ΩS ∂
∂−= ， ( )

µT,V
ΩP ∂
∂−= 及

VT
N

,







∂
Ω∂= µ  

( )[ ]NµHβ- ˆˆ −

 

B. 量子系統 

 

如前所處理之程序，我們可很快找出開放量子系統之密度算符

為 

 

          ( )[ ]NµHµV,T,Ωβ expρ ˆˆˆ +−=                     (3-50) 

 

再直接借助於 ρ̂之歸一化條件，Tr 1ρ =ˆ ，即可得量子巨配分函數為 

 

          ( ) ( )[ ] exp TrµV,T,βΩexpµV,T,Z g =−=    (3-51) 

當中 N̂ 為粒子數算符。 
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